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Le but de cet expose est de presenter des invariants decouverts par Welschinger 
qui sont adaptes a des problemes de geometrie enumerative reelle. Ces problemes 
enumeratifs sont classiquement formules dans le cadre de la geometrie algebrique reelle 
mais ils trouvent leur solution la plus naturelle dans le cadre de la geometrie symplec- 
tique reelle. Ceci permet en particulier de les etudier via des techniques specifiques 
puissantes comme la theorie symplectique des champs. Les invariants de Welschinger 
sont des analogues reels de certains invariants de Gromov-Witten. 



1. INTRODUCTION 



Une variete symplectique reelle {X.oj^cx) est une variete differentiable munie d'une 
2-forme fermee non-degeneree w - la forme symplectique - et d'une involution anti- 
sjTiiplectique cx : X — )■ X, verifiant c*xUJ = - la structure reelle. La dimension de X 
est necessairement paire, notee 2n. S'il est non-vide, le lieu reel MX = Fix(cx) C X 
est une sous- variete lisse lagrangienne, i.e. dim MX = n et uj\^x = 0. Ceci decoule de 
I'enonce analogue pour les structures reelles lineaires sur M^'^ et du theoreme des fonc- 
tions implicites. Citons les exemples fondamentaux suivants : les espaces des phases 
{T*L,dp Adq) de la mecanique classique, associes a des espaces de configurations L qui 
sont des varietes lisses, munis de la structure reelle canonique cl '■ (p, q) ^ (~P) q) ; 
I'espace projectif P"" muni de la forme de Fubini-Study et de la structure reelle conj 
donnee par la conjugaison complexe ; les varietes projectives lisses definies par des po- 
lynomes homogenes a coefficients reels, avec la structure induite par celle de P". On 
a un modele local pour {X,u,cx) au voisinage de L = MX : un voisinage de L est 
isomorphe a un voisinage de la section nulle dans (T*L, dp A dq, cl) 

Depuis Gromov [16j nous savons qu'il est utile de regarder les varietes symplectiques 
comme des analogues "fiexibles" des varietes kahleriennes. De fagon plus precise, soit 
I'espace des structures presque-complexes J (de classe C^, £ ^ 1) sur TX qui sont 
u -compatibles, i.e. telles que u{-, J-) est une metrique riemannienne. Les elements de JTL 
sont les sections d'un fibre a fibres contractiles, isomorphes a Sp(2n)/U(n), de sorte 
que Jul est une variete de Banach separable non-vide et contractile. En presence d'une 
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structure reelle cx on obtient une involution cx* : JTL; Jlu, J ^ —dcx ojodcx dont 
le lieu des points fixes MJLj est I'espace des structures presque-complexes w-compatibles 
qui rendent cx anti-holomorphe. Welschinger a montre que I'espace M.J'^ est une variete 
de Banach separable et contractile [IHl §1-1]- 

Un choix de J G permet de considerer I'espace des courbes (rationnelles) J- 
holomorphes -u : — ^ (X, J), solutions de I'equation du + J o du o j = oil j est 
la structure complexe de P^. C'est une equation de type Caucliy-Riemann, elliptique 
d'indice 2ci{X)d + 2n, oil d = ^^[P^] G H2{X;Z) et Ci{X) est la premiere classe de 
Chern du fibre complexe (TX, J). Lorsque J G MjT^, il existe une involution naturelle 
M I— )■ Cx ouoconj sur I'espace des courbes J-holomorphes, et ses points fixes s'appellent 
courbes J-holomorphes reelles. On considere par la suite les espaces de solutions modulo 
reparametrisation conforme a la source, et on parle alors espaces de modules. 

La variete symplectique {X, u) est dite semi-positive (resp. fortement semi-positive) 
si, pour toute classe spherique d G H2{X;Z) telle que [uj]d > 0, on a I'implication 
ci{X)d > 3-n ci{X)d > (resp. ci{X)d > 2 - n ci{X)d > 0). Les in- 
variants de Gromov-Witten (en genre 0) d'une variete semi-positive sont definis de la 
fagon suivante [37] : on se restreint aux courbes dites simples qui ne factorisent pas 
a travers un revetement ramifie non-trivial de P^, on enrichit la source P^ de points 
marques mobiles, on impose des conditions d'incidence aux points marques de fagon 
a ramener la dimension des espaces de modules a zero, et finalement on compte les 
solutions. Notons les deux specificites suivantes : (i) le resultat pent etre interprete de 
fagon duale comme le calcul d'une integrale sur I'espace de modules de courbes avec 
points marques. Ce dernier porte une classe fondamentale puisqu'il possede une com- 
pactification par des strates de codimension > 2. Par ailleurs, les conditions d'incidence 
ne doivent pas necessairement etre ponctuelles, ce qui a des consequences profondes 
comme par exemple I'existence du produit quantique sur H*{X;Z) [331 HOI EZ] ; (ii) 
lorsque les conditions d'incidence sont representees par des sous-varietes J-complexes, 
les courbes sont comptees avec le meme signe. Ceci est une manifestation de la positivite 
des intersections des objets holomorphes. 

Le cas particulier des conditions d'incidence ponctuelles est fondamental pour la 
suite. Soit d G H2{X; Z) et Aif{X, J)* I'espace des modules de courbes J-holomorphes 
simples avec k points marques, qui representent la classe d. 

On suppose que (n — 1) divise {ci{X)d — 2) et on pose k = kd = ^^(ci(X)c/ — 2) -|- 1. 

Soit X G X'^ un /c-uplet de points deux-a-deux distincts. Pour un choix generique de 
J & Ju) I'espace A^^(X, J)* est une variete de dimension 2ci{X)d -\- 2n — Q -\- 2k et x 
est une valeur reguliere de I'application d'evaluation 

evj : Mi{X, jy X^ (m, 2:1, ... , Zk) ^ iu{zi), . . . , u{zk)). 

La valeur de a ete choisie telle que la source et le but de evj soient de meme di- 
mension. Notons que evj admet une extension naturelle evj : Aij^{X, J)* — )■ X^ a 
la compactification de Gromov-Kontsevich par des courbes stables [331 ISj- On note 
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M.'^ix, J) = evj^ix) et Ai'^{x,J) = evj^{x). Pour J generique la fibre A4^{x,J) est 
compacte, formee d'un nombre fini de points qui sont des courbes immergees. Voici une 
ebauche d'argument pour montrer que ce nombre Nd{x, J) ne depend pas du choix de 
X on du choix generique de J. On fixe x et on demontre I'independance par rapport 
a J en utilisant une methode de continuite : so it J^^{x) C J'u, I'ensemble des J pour 
lesquels J^'^{x, J) contient des courbes cuspidales, ou pour lesquels M. (x, J) contient 
des courbes reductibles. Le point cle est que J7'^(x) est une union au plus denombrable 
de sous-varietes de codimension > 2 de JTL- Soient Jo, Ji G tels que Nd{x, Jo) et 
Nci{x, Ji) soient definis. L'espace etant contractile, il existe un cliemin Jt, t G [0, 1] 
reliant Jo a Ji. Pour un choix generique du chemin l'espace de modules a parametre 
/A = [jf- {t} X Ai'^{x, Jt) est une variete de dimension 1, et les points critiques de la 
projection naturelle Ai — )■ [0, 1] sont les courbes cuspidales. Un chemin generique evite 
>JS{x), de sorte que est un revetement propre de [0, 1]. On obtient que la fonction 
Nd{x, Jt) est localement constante, done constante sur [0,1]. Par ailleurs Nd{x, J) est 
localement constante en a; a J fixe. Puisque \ Diag est connexe, on obtient que 
Nd = Nd{x, J) ne depend pas du choix de x et J. 

Supposons maintenant donnee une structure reelle cx et une classe d'homologie d G 
H2{X] Z) telle que {cx)*d = —d et {n — 1) divise ci{X)d — 2, de sorte que /c = /c^ G N. 
On suppose par la suite k > 1. On considere J G MJ^ et une collection reelle de points 
X G X'^ \ Diag, i.e. une collection composee de r points dans MX et de rx paires de 
points dans X \ MX conjugues par cx, avec r + 2rx = k. Notons R^i^x, J) le nombre de 
courbes rationnelles J-holomorphes reelles passant par x. 

Le nombre J) depend a r fixe du choix de x ou encore, de fagon equivalente, du 



choix de J'-^-' II s'ensuit que I'argument qui montrait I'independance de Nd{x, J) par 
rapport aux choix doit necessairement tomber en defaut. En effet, ce dernier etait base 
sur le fait que l'espace Jl^{x) des "accidents" vivait en codimension > 2. Par contraste, 
la partie reelle MjT"^ C ^J'uj vit en codimension > 1 et ne pourra plus etre evitee par 
un chemin {Jt) C. MJ^ generique. 

Ceci etait a peu de choses pres la situation avant les travaux que nous exposons dans 
cet article. II y avait des murs - dans MjTL - que Ton ne savait pas comment franchir. 
Welschinger a imagine le phenomene suivant : 

// est possible d'attrihuer des signes aux courbes reelles soumises d des conditions 
d'incidence ponctuelles de maniere d ce que leur comptage algebrique soit un invariant. 

La demarche de Welschinger est la suivante : (i) il fixe une composante connexe L 
de MX et un entier < r < k^, avec r > 1 si n > 3 ; (ii) il fixe une collection reelle de 
points X G M(X'^\Diag) ayant r points reels appartenant tons a L, et il choisit J G MX; 
assez generique pour que x soit une valeur reguliere de I'application d'evaluation 

Mev : RMtiX, J)* ^ M(X'=) 



1. Voir Texemple des cubiques rationnelles dans a la fin de cette section. 
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et pour que la preimage de x par Mev : ]RA^^(X, J)* — )■ ]R(X'^) ne contienne pas de 
courbes reductibles. Ceci assure en particulier la compacite de Mev~^(x) ; (iii) il attribue 
des signes s'^i^C) G {±1} aux elements C G ]Rev~"^(x) et definit 

CeMev-l{x) 



On appellera les signes s^{C) signes de Welschinger^"^^ La recette d'attribution des 
signes est valable pour des varietes symplectiques de dimension arbitraire. En dimen- 
sion n > 3, on requiert qu'une certaine hypothese de nature topologique soit verifiee, 
hypothese qui assure I'existence d'une structure Pin~, ou Pin^, ou Spin sur un fibre 
vectoriel approprie au-dessus de RX. La definition des signes en dimension n > 3 utilise 



le choix d'une telle structure p, cf. ^2.3 Finalement, (iv) Welschinger demontre 



Theoreme 1.1 ( EOl EI] ) • — Soit L une composante connexe de MX et r e 
{0, . . . , fcrf} avec r > 1 si n > 3. On considere des collections x G ]R(X'^ \ Diag) ayant r 
points reels, situes tons sur L. En dimension 2 (resp. 3), le nombre xf{L) = xti^iJ) 
(resp. Xr'^{L) = Xr''^fe)'^) ^'^^'^ P ™^ structure Pinjj ne depend ni du choix de x, ni 
du choix generique de J. 

Puisque le lieu reel de est connexe, il ne pent y avoir de courbe J-holomorphe reelle 
passant par x que si tons les points reels de x appartiennent a la meme composante de 
MX. Ceci justifie le choix d'une composante L dans la definition de I'invariant xf{L), qui 
depend par ailleurs de ce choix. Lorsque MX est connexe on note simplement Xri^-^) = 
xf- L'estimee fondamentale suivante decoule directement de la definition : 

COROLLAIRE 1.2. — Le nombre R'^{x, J) de courbes J -holomorphes reelles passant par 
X verifie 

\xt{L)\<R\x,J)<N,. 

Exemple. — Cubiques rationnelles dans [8, Prop. 4.7.3], cf. aussi [SI Prop. 3.6]. Soit 
X = P2 et d = 3[F% de sorte que = 8, r e {0,2,4,6,8} et rx G {4,3,2,1,0}. 

(i) Le nombre de cubiques rationnelles complexes passant par 8 points generiques de 
P^ vaut 12. C'est un calcul classique qui remonte a Schubert. On considere un pinceau 
de cubiques dont le lieu de base contient ces points et on note Z I'eclatement de P^ aux 
9 points du lieu de base, de sorte que x{Z) = 12. Pour un choix generique des points 
les fibres singulieres de la fibration Z — )■ P^ sont nodales (x = 1); alors que les fibres 
generiques sont des courbes elliptiques (x = 0). Ce ne sont done que les fibres singulieres 
qui contribuent a la caracteristique d'Euler de Z et il doit y en avoir exactement 12. 

(ii) Le nombre R^{x) de cubiques rationnelles reelles passant par une collection x 
generique composee de r points reels et rx paires de points complexes conjugues est 
minore par r. Pour le voir, considerons un pinceau de cubiques reelles dont le lieu de 
base est constitue de ces points et d'un point additionnel qui est reel. La partie reelle 



2. Lorsque n > 3, Welschinger appelle ce signe etat spinoriel de C et le note sp{C) [501 IST 
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RZ de reclatement fibre au-dessus de MP^ et on a x(^Z) = x(^^^) - (r + 1) = -r. 
Les fibres lisses sont des parties reelles de cubiques lisses, homeomorphes a une ou deux 
copies du cercle (x = 0). Ce ne sont done que les fibres singulieres qui contribuent a 
la caracteristique d'Euler. Celles-ci sont des cubiques reelles nodales, ayant un unique 
nceud reel, et leur caracteristique d'Euler vaut ±1 selon que ce nceud reel est solitaire 
(intersection de deux branches complexes conjuguees) ou non-solitaire (intersection de 
deux branches reelles). Dans le premier cas la cubique est I'union d'un point et d'un 
cercle, dans le deuxieme cas la cubique est homeomorphe a un bouquet de deux cercles. 
Notons c_ le nombre de fibres singulieres avec un nceud solitaire et c+ le nombre de 
fibres singulieres avec un noeud non-solitaire, de sorte que 

c_ — c+ = — r. 

Alors R^{x) = c_ + c+ verifie I'estimee 

r < R^{x) < 12. 

Pour r = 8 chacune des valeurs possibles 8, 10, 12 est atteinte pour un choix approprie 
de a; [HI Les signes de Welschinger pour les cubiques rationnelles reelles sont 

-1, si C a un nceud reel solitaire, 
-|-1, si C a un nceud reel non-solitaire. 

La valeur de I'invariant de Welschinger est done 

xl = c+-c^ = r = -x{RZ). 

Remarque. — Cette identification avec la caracteristique d'Euler du lieu reel d'une 
variete, bien qu'amusante puisque les notations coincident, semble fortuite. La notation 
Xr utilisee par Welschinger est plutot motivee par I'espoir que cet invariant puisse etre 
"categorifie" en I'interpretant comme caracteristique d'Euler d'un groupe d'homologie. 
La topologie des petites dimensions regorge de tels exemples, dont le plus fameux est 
celui de I'homologie de Khovanov qui categorifie le polynome de Jones. 

Notre article est structure de la maniere suivante. La section ||2]contient la definition 
des signes de Welschinger en dimension arbitraire et la preuve du theoreme 1.1 Dans 
f|3]on explore une deuxieme direction de recherche initiee par Welschinger qui est celle 
de I'utilisation des techniques de la theorie symplectique des champs ^ |9] en geometrie 
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algebrique reelle^ Nous nous concentrons sur un resultat d'optimalite pour les inva- 
riants Xr 6n dimension quatre et nous donnons quelques ouvertures vers les invariants 
relatifs. Finalement, dans ^ nous donnons un apergu de resultats connexes aux in- 
variants de Welschinger, obtenus notamment en utilisant des techniques de geometrie 
tropicale ou des idees inspirees par la conjecture de symetrie miroir. 

Le lecteur est chaleureusement invite a consulter Particle de survol [SZ] ecrit par 
Welschinger a I'occasion de I'lCM 2010. 



3. Nous nous devons de mentionner un theoreme precurseur du a Viterbo fl5| et Eliashberg [S], 
explique par Kharlamov dans un expose au seminaire Bourbaki |29j . 
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2. INVARIANTS POUR DES CONDITIONS DTNCIDENCE 
PONCTUELLES 

2.1. L'invariant de Welschinger en dimension 2 

On considere une variete symplectique reelle de dimension quatre {X,uj,cx) et une 
classe d'homologie d G H2{X]Z) telle que {cx)*d = —d. (Les varietes de dimension 
quatre sont automatiquement fortement semi-positives.) On note k = kd = ci{X)d — 1 
et I'on suppose k^ G N*. On fixe une collection reelle x G X'' \ Diag, composee de 
r points reels situes sur la meme composante de MX et de rx paires de points dans 
X \ MX conjugues par cx, avec r + 2rx = k. 

Soit J G MjT"^. On note 7l'^{x, J) I'ensemble des courbes J-holomorphes simples ho- 
mologues a d passant par x. Pour J generique, cet ensemble est fini et consiste en des 
courbes irreductibles, immergees, ayant des points doubles transverses (nceuds). (Par 
la formule d'adjonction, il y en a ^(d^ — Ci{X)d + 2).) Un nceud reel pent etre solitaire 
(intersection de deux branches complexes conjuguees), ou pas (intersection de deux 
branches reelles). Welschinger definit la masse m{C) d'une courbe C G TZ'^{x, J) comme 
le nombre de nceuds reels solitaires. Le signe de Welschinger de C est defini par 

e{C) = 

Le lecteur est invite a comparer cette definition avec I'exemple de la section precedente. 
On pose 

CeTl'i{x,J) 



Demonstration du theoreme 1.1 dans le cas n = 2 [Ml US]. — L'independance de 
Xj?(a;, J) par rapport au choix de x est une consequence de l'independance par rapport 
au choix de J a x fixe. Ceci decoule de I'observation suivante : deux collections x, x[ 
dont les points reels sont en nombre egal et sont situes sur la meme composante connexe 
de MX sont reliees par une isotopie symplectique reelle, qui induit en particulier une 
isotopie de structures presque complexes reelles. 

Fixons maintenant une collection reelle x et deux structures presque complexes reelles 
generiques Jq et J\. L'espace des structures reelles compatibles avec uj etant contractile, 
il existe un chemin hsse J : [0, 1] reliant Jq a J\. Pour un choix generique du 

chemin (Jt) l'espace de modules a parametre 

RM := \_\ {t} X n\x, Jt) 

iG[0,l] 

est une variete lisse de dimension 1. La premiere projection tt : MA^ [0, 1] est 
une application de Fredholm d'indice 0. Welschinger demontre dans |[49J que, lorsque le 
chemin ( Jj) est choisi de fagon generique, il existe un ensemble fini < ti < ■ ■ • < t^v < 1 
qui verifie les conditions suivantes : 

1. le nombre Xr(i^5 "^t) est defini et est localement constant pour t ti] 
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2. pour t = ti I'une des situations suivantes se produit : 

(a) VJ^i^x^Jti) contient une courbe dont toutes les singularites sont des points 
doubles ordinaires a I'exception de I'une d'entre elles qui est un point de 
tangence de deux branches, ou un point triple reel ordinaire, ou un point de 
rebroussement reel de premiere espece ; 

(b) il existe une suite — )■ et des elements G 'R-'^{x,Ju) qui convergent 
au sens de Gromov vers une courbe reductible composee de deux branches 
irreductibles reelles dont les singularites sont des points doubles ordinaires ; 

(Intuitivement, la convergence de Gromov generalise au cadre J-holomorphe la 
degenerescence d'une conique de vers une union de deux droites.) L'apparition du 
cas (b) est equivalente a la non-compacite de MA^, alors que les courbes cuspidales 
du (a) correspondent aux points critiques de la projection vr. Ceux-ci peuvent etre sup- 
poses non-degeneres pour un choix generique du chemin ( J^) ; ce seront en particulier 
des maxima ou des minima locaux pour vr. 

II s'agit de montrer que I'invariant Xr(i^5 "^t) ne change pas lorsque Ton traverse une 
valeur ti. La preuve est contenue dans la Figure 1 lorsqu'il s'agit d'un point de tangence 
de deux branches (la masse de la courbe en question change de 2, —2, ou 0), ou bien 
lorsqu'il s'agit d'un point triple reel ordinaire (la masse de la courbe reste constante). 







Figure 1. Le mur des points triples et celui des branches tangentes. 

Les deux autres situations sont tres delicates. Welschinger s'appuie dans son analyse 
de fagon essentielle sur les travaux de Ivashkovich et Shevchishin [28| HI] pour decrire le 



voisinage d'une courbe reductible, respectivement celui d'une courbe singuliere, cf. §2.2 
(a) Le cas d'une courbe reductible. Soit C une courbe Jf .-holomorphe reelle reductible 
qui est I'union de deux composantes reelles irreductibles Ci, C2 ayant p points d'in- 
tersection transverse reels. Welschinger demontre [I9l Proposition 2.14] qu'il existe un 
voisinage W de C dans la compactification de Gromov 71 (x) = \_\j{J} x 71 (x, J) tel 
que, pour t proche de tj, I'intersection 7l'^{x, Jt)nW consiste en exactement p courbes Jf- 
holomorphes reelles irreductibles, chacune d'entre elles etant obtenue topologiquement 
en lissant un des points reels d'intersection de Ci et C2. En fixant t~ < ti et t~^ > ti 
proches de ti on obtient de cette maniere deux collections composees de p courbes cha- 
cune, qui sont naturellement mises en bijection. Les courbes qui se correspondent ont le 
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meme nombre de points doubles reels solitaires, de sorte que leurs masses sont egales. 
Par consequent le nombre xti^^!-: Jt) ne change pas lorsque Ton traverse la valeur tj. 
{(5) Le cas d'une courbe cuspidale. Soit C G 7l'^{x, JtJ une courbe reelle ayant un unique 
point de rebroussement reel, correspondant a un maximum local (resp. minimum local) 
non-degenere de vr. Welschinger demontre |l9l Proposition 2.16] qu'il existe un voisinage 
W de C dans 71 (x) tel que, pour t < ti (resp. t > ti) proche de tj, I'intersection 
TZ'^{x, Jj)nW consiste en exactement deux courbes C~ telles que m(C^) = m(C~) + 
1 et, pour t > ti (resp. t < ti) proche de t,, I'intersection lZ'^{x, Jt) H W est vide, cf. 
Figure 2 ci-dessous. (Dans cet enonce, la partie difficile est de montrer la relation entre 
les masses des courbes C-t, qui est expliquee par la remarque ci-dessous.) On en deduit 
que le nombre xti^Hi -^t) ne change pas lorsque Ton traverse la valeur tj. Le fait d'avoir 
defini xt P^r une somme alternee s'avere crucial pour cette etape de la preuve. □ 

Remarque. — L'exemple suivant est fondamental pour comprendre le cas (/3) ci-dessus. 
Considerons la famille ma : C — t- C^, z i— )► (z^, + \z) de courbes reelles affines, indexee 
par A reel proche de zero. La courbe uq a un point de rebroussement en 2 = 0, alors que 
u\ a un noeud reel non-solitaire (resp. solitaire) pour A < (resp. A > 0) correspondant 
aux parametres z = ±v^— A (Figure 2). Lorsque Ton regarde ces courbes dans leurs 
masses verifient done la relation m{u\) = m{u_\) + 1 pour A > 0. Le cas (/3) decoule 
du fait que cette famille de courbes constitue un modele local pour WM. au voisinage 
de C e 7^'^(x, 4) (gg Lemme 2.6], [2HI CoroUaire 1.4.3]). 




m m'=m+l 



Figure 2. Modele local pour le mur des courbes cuspidales. 

2.2. Espaces de modules de courbes J-holomorphes 

Nous venons de voir que la definition des signes de Welschinger en dimension 2 
est topologique. Par contraste, leur definition en dimension n > 3 melange analyse 
et geometrie : on utilise I'operateur de Fredholm obtenu en linearisant I'equation des 
courbes J-holomorphes, mais aussi une structure supplement aire de nature spinorielle 
sur MX. Dans cette section nous introduisons les notions analytiques fondamentales 
requises pour definir les signes de Welschinger en suivant les references jSZl §3 et App. C], 
[2H1 §1], |21 §1] et [10]. On choisit d G H2{X; Z) comme avant et on suppose k = e W. 

Fixons p > 2. Soit B = B'^ \a. variete de Banach dont les points sont les apphcations 
M : — X de classe de Sobolev W^''^ homologues a d. Les elements de B sont en 
particulier des fonctions continues. Un choix de J E Ju) determine un fibre de Banach 
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S ^ B de fibre £u = -L^(A°'^P^ u*TX), I'espace des formes (j, J)-antilineaires de 
classe a valeurs dans u*TX. Le lieu des zeros de la section 

dj = -{du + J{u) o du o j) : B ^ £ , 

note Ai'^{X,J), est I'espace des applications J-holomorphes lisses homologues a d, la 
lissite etant une consequence de la regularite elliptique. On note Ai'^{X, J)* C Ai'^{X, J) 
le sous-espace des courbes J-holomorphes simples. Pour un choix generique de J G 
la section Bj est transverse a la section nuUe le long de A^°'(X, J)* ; un tel J est dit 
regulier. La regularite de J equivaut a la surjectivite en tout point u G M.'^{X, J)* de 
la composante verticale de la differentielle ddj{uy^^ : T^B — )■ £u, notee 

Du = Du,j : W^'P{u*TX) LP(A°'^pi ® u*TX). 

Choisissons des coordonnees locales sur X et P^, conformes sur ce dernier. La 
differentielle verticale s'ecrit alors sous la forme D^C, = Bj^ — \{Jd^J){u)dj{u). On 
voit en particulier que Du est un operateur de Cauchy-Riemann generalise, au sens oii 
il verifie la relation Du{f^) = fDu^ + Bf <^ ^ pour toute fonction / sur P^ a valeurs 



reelles^^' L'operateur Du est en particulier elliptique et son indice (reel) est donne par 



la formule de Riemann-Roch 

indDu = 2n + 2ci{X)d. 

La dimension de Ai'^{X,J)* est egale a indD„ lorsque Du est surjectif. Le groupe 
PGL(2, C) agit librement sur Jli'^{X, J) par reparametrisation a la source, et I'espace 
de modules de courbes J-holomorphes M'^{X,J)* := A^'^(X, J)*/PGL(2, C) est de 
dimension ind Du — 6 = 2ci{X)d + 2n — 6. 

Remarque (courbes simples). — Nous avons restreint notre attention aux courbes 
simples, pour lesquelles les J reguliers sont generiques. Ceci ne resulte pas en une perte 
de generalite tant que I'objet d'interet est I'image des courbes dans X. En effet, toute 
courbe J-holomorphe est revetement ramifie d'une courbe simple [371 §2.5]. 

Remarque (genericite). — La genericite des J reguhers pour les courbes simples decoule 
de I'argument suivant. Soit ^B* C le sous-espace des applications dites quelque part 
injectives, pour lesquelles il existe 2; G P^ tel que u~^{u{z)) = {z}. Considerons le 
fibre de Banach £ B* x de fibre £(^u,j) = L^'(A°'^P^ (g) u*TX) muni de la section 
d{u,J) = Bj{u). Le point cle est que la section B est transverse a la section nuUe, de 
sorte que I'espace de modules universel V* = B^^{0) C i3* x J7L est une sous-variete de 
Banach. La projection vr : — > JTL; sur le deuxeme facteur verifie ker (i7r(„^j) ~ ker D^^j, 
coker (i7r(u^j) ~ cokerD^^j, de sorte que n est une application de Fredholm de meme 
indice que Du,j- Le theoreme de Sard-Smale assure que les valeurs regulieres J de vr 
forment un ensemble dense, et ces J sont en particulier reguliers au sens precedent. 
Tous les enonces de genericite de cet article se demontrent selon un schema similaire, 



4. Les operateurs de Cauchy-Riemann sont les operateurs W^'P{u*TX) — > LP(A°'^P^ ® u*TX) qui 
verifient cette identite pour toute fonction / a valeurs complexes. 
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en construisant un espace de modules universel approprie et en calculant Vindice de 
Fredholm de la projection ir. A titre d'exemple, mentionnons le fait que les elements 
de 7l'^{x, J) sont immerges lorsque J est generique, ou bien le fait qu'un chemin (J^) 
generique rencontre des murs d'un certain type. 

On a I'identite remarquable Du o du = du o d pg| Lemme 1.3.1]. Celle-ci determine 
un diagramme commutatif 

^ l^i'f(TPi) — W^^P{E) ^ W^^'P{E)/imdu ^ 



a 



^ LP(AO'ipi) LP(A°'ipi ® E) ^ LP(AO'ipi O E) /im du ^ 

L'operateur induit est de Fredholm d'indice indD„ = indDu — indd = indZ^^ — 
6. Si Du est surjectif alors Du Test aussi et I'espace tangent a Ai'^{X, J)* s'identifie 
naturellement a ker Du- 

En considerant la partie C-lineaire de l'operateur Du on aboutit a une description 
fine du noyau et du conoyau de Du- On note du,j (resp. R) la partie C-lineaire (resp. C- 



anti-lineaire) de Du- L'operateur R est d'ordre zero L'operateur de Cauchy-Riemann 
9u,j '- W^'^{u*TX) — 7- L''(A'^'-'^P^ (g) u*TX) definit une structure holomorphe unique sur 
u*TX dont c'est l'operateur B canonique ^Sl Lemme 1.2.3] (voir aussi [211 §L3]). On 
note E = u*TX le fibre holomorphe defini par du^j- L'identite Du^du = duod implique 
du^jodu = duod puisque du est C-lineaire. Lorsque du ^ on en deduit un morphisme 

analytique injectif C(TPi) ^ 0{E) qui s'insere dans une suite exacte courte 

— ^ C(rpi) A 0{E) ^ATu^O- 
Le faisceau A/u se decompose 

Afu = 0{Nu)®Afr' 

avec Nu un fibre vectoriel holomorphe de rang n — 1, que I'on appelle fibre normal de 
u, et Afu"'^ un faisceau gratte-ciel a support dans I'ensemble des zeros de du- La fibre 
de Afu""^ en p est C'^'', avec fip I'ordre d'annulation de du en p- 

Proposition 2.1. — [281 Lemme 1.5.1] On a 

kei Du ~ H^Afu) = H\Nu) © H^Afm, cokei Du ~ H\Nu)- 

Ce type de calcul permet de decrire la codimension generique de differents types 
d'accidents dans des families de courbes J-holomorphes, cf. remarque precedente. Par 
exemple, les courbes soumises a contraintes ponctuelles et qui ne sont pas immergees 



5. Plus precisement i?C = zNj{^, du{-)), avec Nj{X, Y) = [X, Y] + J[JX, Y] + J[X, JY] - [JX, JY] 
le tenseur de Nijenhuis [37( Lemme C.7.3]. 
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apparaissent en codimension complexe n — 1 par rapport a J, respectivement en codi- 
mension n—1 reelle par rapport k J & IRiTL; [SIl Lemme 5.1]. Lorsque u est une immer- 
sion on a M^^"'^ = et I'operateur est un operateur de Cauchy-Riemann generalise 
sur Nu- Sa partie C-lineaire est I'operateur d canonique agissant sur les sections de N^. 

Soit Ai'KX, J)* I'espace des courbes J-holomorphes simples avec k points marques, 
constitue de paires (m, z) avec u G A^'^(X, J)* et z = {zi, . . . , z^} C une collection de 
k points distincts. L'espace de modules A^^(X, J)* est le quotient par Faction diagonale 
de PGL(2,C) via 0- (m, ^i, . . . , 2„) = (mo ^(^i), . . . , On a dim (X, J)* = 

2ci{X)d + 2n + 2k — 6. Le but et la source de I'application d'evaluation naturelle 

evj : Mi{X,jy ->X^ ev[M,2;i,...,z„] := {u{zi), . . . ,u{zn)) 

sont de meme dimension exactement lorsque k = k^. 

On suppose desormais que u est une courbe immergee, de sorte que A/"^*"^ = 0. Soit 
W^'^{Nu) C W'^''^{Nu) le sous-espace de codimension 2(n — l)kd constitue des sections 
qui s'annulent aux points de z. Notons la restriction de Du a W^f{Nu), un operateur 
de Fredholm d'indice indZ)^ = mdDu — 2{n — l)kd = 0. On note Nu-z = X„®Opi(— 2). 
C'est un fibre dont les sections holomorphes s'identifient aux sections holomorphes de 
Nu qui s'annulent aux points de z. 

Proposition 2.2. — [501 Lemme 1.3], ^51j Supposons u immergee et surjectif. On 
a les identifications suivantes : 

ker dev J | ~ iJ° (X„,_,) , coker dev j | ~ if ^ (X„,_, ) . 

COROLLAIRE 2.3. — Supposons u immergee et Du surjectif. Les conditions suivantes 
sont equivalentes. 

i. {u,z) G Aif^{X, J)* est un point regulier de devj ; 

ii. I'operateur Dz est un isomorphisme ; 

iii. le fibre se decompose en une somme directe de fibres holomorphes isomorphes 

Nu = Oik, - l)®"-\ 
Preuve. — Pour montrer (i)-<=^(ii) on utilise les identifications 

ker Dz ^ (iV„,_,) , coker Dz-H\Nu,-z). 
Celles-ci sont implicitement contenues dans la preuve par Ivashkovich et Shevchishin 



de la Proposition 2.1 Ainsi (i) et (ii) sont equivalentes a H^{Nu-z) = 0. 

Montrons (i)=^(iii). Par un theoreme de Grothendieck il existe un scindement = 
0{ai) © ■ ■ ■ © (9(a„_i). La condition H^{Nu-z) = est equivalente a = H^{0{ai — 
kd)) = H^{0{kd — ai — 2)) pour tout i, ce qui force ai > kd — 1. D'un autre cote, 
puisque u est immergee le degre de Nu est Ylii '^i = ci{X)d — 2 = {n — l){kd — 1). On 
en deduit que ai = ■ ■ ■ = an-i = kd — 1. Finalement, (iii)^(i) decoule du fait que 
H\0{kd - 1) ® Opi{-z)) = H\0{-1)) = 0. □ 
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Definition 2.4. — Une courbeu immergee est dite equilibree si Nu = 0{kii — l)®'^ ^. 
Les courbes equilibrees jouent un role cle dans la definition des signes de Welschinger 



en dimension n > 3 (cf. ^2.3). 



Remarque (varietes convexes). — Etant donnee une variete symplectique (fortement 
semi-positive), les espaces de modules de courbes simples et les invariants de Gromov- 
Witten sont definis pour un choix generique, typiquement non-integrable, de la structure 
presque complexe, et ceci pour des raisons de transversalite. II existe neanmoins une 
classe de varietes complexes oii la transversalite est automatique : les varietes convexes. 

Une variete complexe lisse {X,J) est dite convexe si H^if'^,u*TX) = pour tout 
morphisme u : — )■ X. La classe principale d'exemples est constituee des espaces 
homogenes X = G/P, avec G un groupe de Lie et P un sous-groupe parabolique [131 
§0.4] : espaces projectifs, grassmanniennes, varietes de drapeaux, quadriques lisses, pro- 
duits de telles varietes. En effet, dans cette situation TX est engendre par ses sections 
globales et il en est de meme pour u*TX. Les operateurs Du et sont automatique- 
ment surjectifs. Les espaces de modules M.'^{x, J) sont definis des que x est une valeur 
reguliere de evj. Pour une variete convexe tons les arguments precedents fonctionnent d 
J fixe en choisissant x generiquement, y compris en presence d'une structure reelle [50] . 



2.3. L'invariant de Welschinger en dimension 3 

On suppose dans cette section n = 3 et Ci{X)d pair. Le nombre de points marques 
necessaires pour rigidifier I'espace de modules de courbes J-holomorphes homologues 
a d avec des conditions d'incidence ponctuelles est k = = ^Ci{X)d. Etant donne 
J e MJL; generique, la definition des signes de Welschinger des courbes C G 7l'^{x, J) 
se fait en plusieurs etapes. 

Choix d'une structure Piug sur MX. Choisissons une metrique riemannienne sur 
MX. Le revetement universel (a deux feuillets) du groupe orthogonal 03(M) admet 
deux structures de groupe differentes, notees Pin^, pour lesquelles la projection est un 
morphisme de groupes : pour Piug (resp. Pinjj') le releve d'une refiection est d'ordre 
quatre (resp. d'ordre deux). L'obstruction a relever le 03(M)-fibre principal des reperes 
sur MX a un Pin J -fibre principal est donnee par la classe caracteristique W2(MX) + 
wfiRX) G H^{RX;Z/2Z) [301 Lemme 1.3], ou Wi(MX), w;2(MX) sont les classes de 
Stiefel- Whitney. La formule de Wu pour la classe de Stiefel- Whitney totale [3S1 §11] 
implique que l'obstruction s'annule pour une variete compacte de dimension trois. Une 
structure PinJ est un PinJ-fibre principal qui releve le fibre des reperes de MX. L'espace 
des structures Piug est affine sur if^(MX; Z/2Z). 

On choisit par la suite une structure Piug sur MX, notee p. 

Les composantes orientables de MX admettent des structures Spin3 (on a wi = 
et l'obstruction a I'existence d'une structure Spiug est W2 = wf = 0). Le choix d'une 
orientation de MX permet de reduire la structure p a une structure Spiug. 
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Definition du signe de Welschinger d'un operateur de Cauchy-Riemann generalise 
reel [5l] . Soient J G MjTL;, u une courbe J-holomorphe simple immergee, z une collection 
reelle de kd points distincts dans Supposons que u a une partie reelle non-vide. Soit 
Nu le fibre normal de m, regarde en tant que fibre complexe. Soit Opg{Nu) I'espace des 
operateurs de Cauchy-Riemann sur A^„, ROpg^Nu) I'espace des operateurs de Cauchy- 
Riemann reels (invariants sous Taction de Z/2Z), OpQ^^{Nu) I'espace des operateurs de 
Cauchy-Riemann generalises sur N^, et "ROpQ^^^Nu) I'espace des operateurs de Cauchy- 
Riemann generalises reels. Nous considerons des operateurs de classe C^~^. A titre 
d'exemple, OpQj^ji{Nu) est un espace affine sur C^~^{A^'^F^ (g) EndM(A^M)), alors que 
M.Opg_^_ji{Nu) est un espace affine sur C^~^{A^'^F^ ® EndK(A^„))+i, le sous-espace propre 
correspondant a la valeur propre -|-1 pour Paction de Z/2Z. On note la restriction 



de D a W_f{Nu). On definit le signe de WelschingerY^Ae'^{D) G {±1} d'un operateur 



D G MOpg^_^(A^u) tel que soit inversible en trois etapes. 

(i) On definit le signe de Welschinger e'''{D) G {±1} d'un operateur D G M.Opg{Nu) 
tel que soit inversible de la maniere suivante. L'operateur D definit une structure 
holomorphe sur pour laquelle on a une decomposition ~ 0{kd — 1) © 0{kd — 1) 
(Corollaire |2.3 ). Cette decomposition est compatible avec Taction de Z/2Z et on en 
deduit un scindement M.Nu = L ® M. Notons C = im(u), de sorte que MC definit un 
nceud immerge dans MX. Ce nceud est equipe d'un repere d'axes mobiles TM.CQ)LQ)M. 
Supposons que L et M sont orientables, i.e. kd — 1 est pair. Le repere d'axes mobiles 
pent etre alors enrichi en un repere mobile qui releve MC au fibre des reperes de MX. 
On definit e'^{D) = ±1 selon que ce lacet se releve au Piug -fibre principal p, ou pas. 
Dans le cas oil L et M ne sont pas orientables, on les tord par un demi-tour a droite le 
long du fibre trivial TMC, et on se ramene a la situation precedente [501 §2.2] ; 

(ii) On montre que I'espace MOpg+j:j(Xu)''*"^ C M.Opg^fj{Nu) des operateurs tels que 
Dz n'est pas inversible est contenu dans une union denombrable de sous-varietes de 
codimension > 1 [211 §3.1] ; 

(iii) On definit le signe de Welschinger s'^i^D) G {±1} d'un operateur D G M.Opg_^_ji{Nu) 
tel que soit inversible de la maniere suivante. On choisit un chemin generique 7 dans 
M.OpQ_^_ji{Nu) reliant D k D' G M.Opg{Nu) avec D'^ inversible, on note 77.(7) 1^ nombre de 
fois que le chemin 7 intersecte le mur des operateurs Z}^*"^ tels que Df'"'^ a un conoyau 
de dimension 1, et on pose 

eP(L)) = (-1)-W£P(D'). 

Un argument d'intersection montre que la valeur ^''(-D) ne depend pas du choix de 
7. Par ailleurs, Welschinger prouve que le resultat ne depend pas du choix de D' 
non-plus. Ceci revient a montrer que, lorsque D' et D" sont adjacents a un meme 
mur d'operateurs ayant un conoyau de dimension 1, leurs signes different [^ Proposi- 
tion 3.2]. Le phenomene sous-jacent est le suivant : au moment de la traversee du mur 
le fibre normal X„ scinde comme = 0{kd) © 0{kd — 2). Ceci correspond au fait 
que, dans le cours de la deformation. Tune des sections qui engendraient un sommand 



6. Welschinger appelle ce signe etat spinoriel de D et le note sp{D) [SOllST] . 
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direct traverse la section nuUe et acquiert un zero supplementaire. Ceci implique que le 
lacet des reperes d'un cote du mur se deduit du lacet de I'autre cote en rajoutant un 
generateur de 7ri(5'0(3)). Un et un seul de ces deux lacets se releve done au fibre p, ce 
qui equivaut a dire que les signes de Welschinger de D' et D" sont opposes. 

Definition du signe de Welschinger d'une courbe C G TZ'^{x,J). Soit x G ]R(X'^ \ 
Diag) fixe et J G M.J'^ assez generique pour que les elements de 7l'^{x, J) soient 
des courbes plongees et des valeurs regulieres de I'application d'evaluation Mevj : 
M.Aif{X, J) — )■ M(X^), en particulier des valeurs regulieres de I'application d'evaluation 
evj : J^f{X, J) — )■ X'^. Chaque telle courbe determine un operateur D = sur A^^ 



dont la restriction est un isomorphisme (CoroUaire 2.3). On pose 



Esquisse de la demonstration du theoreme 1.1 dans le cas n = 3 [HIll^ . — La condition 



r > 1 impose que la partie reelle des courbes considerees est non-vide, de sorte que leurs 
signes de Welschinger sont definis. La demonstration de I'invariance de Xri^Hly J) P^'^ 
rapport au clioix de x et J suit exactement les memes etapes que dans le cas n = 2. Le 
cas des courbes cuspidales est remplace par le cas des courbes telles que a un conoyau 
de dimension 1. Ce cas est tautologique, au sens oii il a deja du etre traite pour montrer 
I'independance de e'^{D), D G ]ROpg_,_^(A^^l) par rapport au clioix de D' G Opg^Nu), 
cf. ci-dessus. Le cas des courbes reductibles est traite par Welschinger en reduisant le 
probleme a la situation oii J est integrable au voisinage de la courbe, une situation 
similaire a celle rencontree dans le cas des varietes convexes. Cette simplification est 
rendue possible par le fait que Ton pent choisir a volonte le point par lequel on traverse 
le mur des courbes reductibles, ainsi que le segment Jt avec lequel on traverse ce mur. 
Le probleme a x fixe et J variable est alors equivalent a un probleme a J fixe et x 
variable. Le fait que J soit fixe et integrable entraine que la structure holomorphe sur le 
fibre Nu est constante. La preuve est finie en analysant le comportement d'une section 
holomorphe appropriee lorsque x franchit le mur [5U, Proposition 3.7]. □ 

Remarque (signes en dimension n > A). — La definition des signes de Welschinger 
en dimension n > 4 suit les memes etapes qu'en dimension trois : (i) on impose des 
conditions topologiques sur MX qui garantissent I'existence d'une structure Pin^ ou 
Spin^ sur un certain fibre defini a partir de TMX et contenant ce dernier comme sous- 
fibre ; (ii) on choisit une telle structure p et on definit un signe pour les operateurs de 
Cauchy-Riemann reels sur Nu tels que est inversible ; (iii) on en deduit un signe pour 
les operateurs de Cauchy-Riemann reels generalises sur Nu tels que Dz soit inversible ; 
(iv) etant donnee C G 7l'^{x,J), on definit le signe s'^^C) = e'^^Du). A la difference 
du cas n = 3, le nombre Xr''^(3^; J) n'est plus invariant lors de la traversee de certains 
murs de courbes reductibles. C'est une question ouverte importante que de comprendre 
quelle est la bonne definition d'un invariant de Welschinger en dimension n > 4. En 
particulier, il me semble important de donner une definition purement analytique des 
signes de Welschinger pour n = 3. 
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Remarque (signes en dimension 2). — Les signes de Welschinger en dimension n = 2 
peuvent etre reformules dans le langage de cette section. Supposons pour simplifier que 
M.X est orientable et so it B une structure Spin2 sur TMX. Fixons une orientation sur 
MX. Etant donnee C G TZ'^{x, J), les trois informations suivantes sont equivalentes : 

- la parite de la masse de C ; 

- la parite du nombre de noeuds reels non-solitaires de C ; 

- la parite du nombre de tours effectues par le lacet oriente M.C, mesuree par la 
structure B selon la recette suivante : soit r le champ tangent oriente le long de 
MC et V un champ le long de M.C tel que (r, v) soit une base positivement orientee 
de TRX en chaque point de M.C. On dit que M.C effectue un nombre pair, resp. 
impair de tours par rapport a B si le lacet (r, v) a valeurs dans le fibre des reperes 
de TMX se releve au fibre B, resp. ne se releve pas. 



3. OPTIMALITE, CONGRUENCES 

Dans cette section nous abordons deux questions essentielles liees aux invariants xf 
du ^ en dimension quatre. La premiere question est celle de I'optimalite des bornes 



inferieures fournies par cf. Corollaire 1.2 



Existe-t-il des structures presque complexes reelles generiques telles que 

\xi\ = R\xj) ? 

Cela revient a demander s'il existe des structures presque complexes reelles generiques 
pour lesquelles les elements de 7l'^{x, J) sont comptes avec le meme signe. Un exemple 
de telle situation, qui apparaitra plus bas, est celui oii tons les elements de 7l^{x, J) 
ont un lieu reel plonge. Les eventuels nceuds reels d'une courbe C sont alors solitaires 
et leur nombre, egal a la masse m{C), est de meme parite que le nombre total S{C) de 
points doubles de C, encore appele le genre lisse de C. La courbe C etant immergee, on 
a S{C) = ^(c?^ — Ci{X)d + 2) par la formule d'adjonction. Tons les elements de 7l'^{x, J) 
sont done comptes dans cette situation avec le meme signe e = (— l)l('^^~'^i('''^)'^+2). 

La deuxieme question est celle des congruences : 

Peut-on identifier dans certaines situations des (grands) diviseurs de xf ? 

Une reponse affirmative a des consequences immediates sur la borne inferieure \Xr \ '■ si 
xi n'est pas nul et est divisible par un entier m > 2, alors J) >m pour tons x et J. 
Mais I'enjeu ne s'arrete pas la : les problemes de congruence touchent historiquement au 
coeur de la geometric algebrique reelle et sont la manifestation de phenomenes profonds. 
A titre d'exemple, evoquons la congruence de Gudkov-Arnol'd-Rokhlin qui a marque 
I'irruption des methodes de topologie des varietes de dimension quatre en geometrie 
algebrique reelle dans les annees 1970 |H1 §1] : soit C une courbe plane reelle maximale 
de degre 2k, i.e. ayant un nombre maximal de composantes connexes (ovales). Soit 
p, resp. n, le nombre d' ovales contenus a I'interieur d'un nombre pair, resp. impair 
d'autres ovales. Alors p — n = k"^ {mod 8). 
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Les resultats de Welschinger que nous presentons dans cette section marquent I'ir- 
ruption des methodes de la theorie symplectique des champs en geometric algebrique 
reelle. 

3.1. Enonces 

Theoreme 3.1. — (optimalite [55l Theoreme 1-1]) Supposons que MX contient une 
sphere ou un plan projectif reel L, et dans ce deuxieme cas supposons que {X,u,cx) est 
symplectomorphe au plan projectif complexe eclate en six points complexes conjugues au 
maximum. Soit < r < 1. II existe des structures presque complexes regulieres telles 
que \xi{L) \ = R\x, J). 

Remarque (signe). — Nous allons exhiber dans la preuve des J reguliers tels que les 
elements de 7l'^{x, J) ont tons un lieu reel plonge. En vue de la discussion precedente 
le signe de sera alors determine par I'inegalite (— 1)2('^^~'=i("^)'^+2)t^^ > Q. 

Remarque (maximalite) . — En ecrivant = ci{X)d — 1 = r + 2rx, la condition 
< r < 1 pent etre formulee de fagon equivalente comme une condition de maximalite 
pour le nombre rx de paires de points complexes conjugues dans x. II est utile de 
comparer cette situation a celle opposee, oii r = ci{X)d — 1 est maximal, qui est le 
cadre des resultats de Itenberg, Kharlamov et Shustin mentionnes dans la section ^ 

COROLLAIRE 3.2. — ( j55t Corollaire 1-3]) Soit X le plan projectif complexe ou la qua- 
drique ellipsoide de dimension deux, et choisissons < r < 1. On a Vegalite \xi\ = 
R'^{x, J) pour la structure complexe standard lorsque les points complexes conjugues 
sont choisis tres proches d'une conique imaginaire pure dans le premier cas et d'une 
section hyperplane reelle disjointe de L dans le second. 

Remarque. — Nous renvoyons au papier |55l §1] pour deux autres resultats d'optimalite : 
en dimension quatre, lorsque r = 1 et le lieu reel contient un tore, et en dimension six 
pour certaines varietes convexes dont le lieu reel contient une sphere. 

Theoreme 3.3. — (congruence [55| Theoreme 2.1]) Supposons que MX contient une 
sphere ou un plan projectif reel L, et dans ce deuxieme cas supposons que {X,u,cx) est 
symplectomorphe au plan projectif complexe eclate en six points complexes conjugues 
au maximum. Si L = S'^ et2r + l< kd, la puissance 22('''i-2r~i) _ 22(ci{^)d-2r-2) diyig^ 
xi{L)- Si L = MP^ et r + 1 < rx, la puissance i^'x-f-\ ^^^^^^g Xr(-^)- 

Remarque. — Nous renvoyons le lecteur a |55l §2] pour des variantes raffinnees de 
ce theoreme, ainsi que pour un autre resultat de congruence concernant la quadrique 
ellipsoide de dimension trois. 
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3.2. Theorie symplectique des champs 



L'ingredient conceptuel nouveau qui intervient dans les preuves des theoremes 3.1 



et |3.3| est la theorie symplectique des champs inventee par Eliashberg, Givental et Ho- 
fer [9]. L'outil-cle de celle-ci est le theoreme de compacite [1]. Soit Uy une suite de 
courbes Jj,-holomorphes a valeurs dans X, avec Ju E Jui- Le theoreme de compacite de 
Gromov [161 EZ] decrit les degenerescences possibles dans la suite Uy lorsque tend 
vers une limite Joo G Juj avec z/ — t- oo. Le theoreme de compacite en theorie symplec- 
tique des champs decrit les degenerescences possibles dans la suite lorsque la suite 
Jy acquiert une singularite d'un type tres particulier lorsque u ^ oo, singularite qui est 
concentree le long d'une hypersurface de type contact S^"~^ C X^". Cette condition 
signifie que uj admet au voisinage de S une primitive A telle que a = A|s est une forme 
de contact, i.e. a A da^~^ ^ 0. En presence d'une structure reelle, on demande que S 
soit cx-invariante et c*xa = —a. Un deuxieme outil-cle de la theorie symplectique des 
champs est le theoreme de recollement [9l |20l |3l [21] . Sous des hypotheses de transversa- 
lite appropriees celui-ci assure que toute configuration de courbes holomorphes qui est 
une limite possible est aussi une limite veritable. 

Nous expliquons dans cette section les phenomenes qui se rattachent a la theorie 
symplectique des champs dans notre contexte, a savoir celui d'une paire (X, L) avec L 
une composante connexe de MX. Rappelons qu'un voisinage de L dans {X,u,cx) est 
isomorphe a un voisinage de la section nulle dans (T*L,dp A (iq, cl). Choisissons une 
metrique riemannienne sur L telle que DT*L = {(p,q) : |p| < 1} soit contenu dans 
ce voisinage et posons S = ST*L = {(p,q) : |p| = 1}. La restriction a = p(iq|s est 
une forme de contact dont le champ de Reeb, defini par da{R, ■) = et a{R) = 1, est 
le generateur du fiot (co)geodesique sur ST*L. Le dual de pdq par rapport k dp A dq 
est le champ de Liouville d/dp et son fiot (pt verifie ^J'pdq = e^pdq. On obtient un 
sjTiiplectomorphisme {x,t) h-)- (f)t{x) entre un cylindre ([—£:,£:] x S,(i(e*a)), e > et 
un voisinage de S. Nous pouvons maintenant preciser les structures presque complexes 
singulieres le long de S qui sont admises par la theorie symplectique des champs. 

Definition 3.4. — [561 §2-1] Soit J une structure presque complexe (reelle) definie 
dans X \J] et compatible avec u. On dit que J est S-singuliere si 

i. J preserve la distribution de contact ^ = ker a pour chaque {t} x S, t G [—e, e] \ {0} 
et sa restriction a C, ne depend pas de t & [—e, e] \ {0} ; 

ii. J verifie J{§.) = f3'{t)R le long de {t} x S, avec f3' : [-e,e] \ {0} une 
fonction paire d'integrale infinie. 

Definition 3.5. — [561 §2-1] Soit J une structure presque complexe (reelle) definie 
dans X et compatible avec u. On dit que J a un cou cylindrique sur S si 

i. J preserve la distribution de contact ^ = ker a pour chaque {t} x S, t G [— et 
sa restriction a ^ ne depend pas de t E [—e, e] ; 

ii. J verifie J{-§^) = (5'{t)R le long de {t} x S, avec j3' : [— une fonction 
paire. 
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La valeur de Vintegrale /f^/3'(t)c^t est appelee longueur du cou cylindrique. 

Remarque (structures presque complexes cylindriques) . — Soit J ayant un cou cylin- 
drique de longueur 2A sur E et notons [3 : [— e, e] — )■ [—A, A\ la primitive impaire 
de (3'. Le pousse en avant de J par le diffeomorphisme [— x S — )► [—A, A] x S, 
{t,x) {f3(t),x) est une structure presque complexe J' qui laisse invariante la dis- 
tribution de contact, qui est invariante par translation en la variable t et qui verifie 
J'(|) = i?. Ceci est par definition une structure presque complexe "cylindrique" au 
sens de la theorie symplectique des champs jH §2]. Lorsque la structure presque com- 
plexe J est S-singuliere, la variete X\S est une variete a deux composantes int(DT*L), 
resp. X \ DT*L, chacune ayant un bout cylindrique semi-infini qui pent etre modele 
comme ci-dessus sur IR+ x S, resp. ]R_ x S. Les courbes J-holomorphes a image dans 
mt{DT* L) , resp. X \ DT*L seront identifiees a des courbes J'-holomorphes a image 
dans T*L, respectivement X \L. 

On se donne desormais une suite de structures presque complexes ayant des cous 
cylindriques de longueur 2Ai, oo sur S, et on suppose que Ji, converge - dans 
le sens evident - vers une structure S-singuliere J^o- Cette situation est appelee de 
fagon informelle etirement du cou. Nous allons decrire maintenant les configurations de 
courbes qui sont limites de suites e A^^(X, J^), d E H2{X ; Z) , k = k^. 

Notons {W^, J), resp. {W~ , J) la variete T*L, resp. X \ L, munie de la restriction 
de J^. Etant donnee une courbe J-holomorphe u : S definie sur une surface 

epointee, il existe une notion d'energie de Hofer ([T71 §3.2], [U §5.3]) dont la finitude 
assure que u est une application propre qui, en chaque pointe essentielle, est asymptote 
a un cylindre Cyl^ sur une orbite de Reeb periodique 7, de la forme Cyl^{s,9) = 
{Ts + so,j{T9)) avec {s,9) G M.± x ]R/27rZ [181 E]- Soulignons au passage cette vertu 
remarquable de I'energie de Hofer qui est celle de relier la dynamique hamiltonienne a 
la geometric des courbes liolomorplies. 

Dans le contexte qui nous interesse, le theoreme de compacite en theorie symplectique 
des champs prend la forme suivante. 

Theoreme 3.6. — IHE] Soit Uy G A^^(X, Jy). II existe une sous-suite, notee u^, qui 
converge au sens suivant vers une paire : ^ de courbes J-holomorphes 
d'energie de Hofer finie dont les pointes sont appariees et qui ont les mimes orbites 
asymptotes aux pointes correspondantes : regardons S = U comme une courbe 
nodale en identifiant les pointes correspondantes de S^. Alors : 

- il existe une suite d' applications (f)y : ¥^ ^ S qui sont des diffeomorphismes en 
dehors d'une collection de cercles disjoints qui sont contractes sur les noeuds de S. 
Ces cercles evitent les points marques sur ; 

- Uy o : 5*^ — 7- X converge uniformement sur tout compact vers ; 

- les pointes de sont "en phase" : pour chaque noeudp de S considerons une suite 
de segments 'jy :] — ?■ qui intersectent (py^ip) transversalement en s = et 
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tels que (pu^lv = 7- Alors \\ms-^o+ t^t,u^{,i{,s)) = liiiis^o- '^t.u ou ttsm^ est 

la composante de sur S dans la carte ]R± x S . 

Remarque (courbes a deux etages). — On appellera courbe a deux Stages (dans T*L et 
X\L) un couple (m"^, u^) comme ci-dessus. Le theoreme de compacite predit Texistence 
d'etages intermediaires qui sont des courbes holomorphes a valeurs dans la symplectisa- 
tion (M X E, (i(e*a), J'). Dans notre situation les courbes Uu sont rigides et de tels etages 
intermediaires n'apparaissent pas. Le theoreme de compacite predit aussi des courbes 
u~ qui peuvent etre reductibles, constituees d'une composante principale epointee a 
laquelle sont rattachees des spheres holomorphes. Ces courbes vivent en codimension 
> 2 dans I'espace de modules, de sorte qu'elles n'apparaissent pas dans notre situation. 

Chaque composante de est rigide, au sens oii elle appartient a un espace de 

modules de courbes epointees soumises a des conditions homologiques, asymptotiques 
et d'incidence qui est de dimension 0. Chaque composante de {u~^,u~) est par ailleurs 
immergee. Le genre de S etant nul, deux composantes distinctes de {u~^, u~) ont au plus 
une asymptote commune. 

Remarque (courbes reelles). — Lorsque les structures presque complexes et les courbes 
holomorphes Uy sont reelles, la courbe limite Test aussi. La structure reelle sur 

T*L, resp. X \ L est donnee par cl, resp. la restriction de cx- Puisque le lieu reel de 
est connexe et disconnecte P^, la courbe {u^,u~) a exactement une composante qui 
est Ci-invariante, alors que toutes les autres composantes viennent en paires qui sont 
conjuguees par cl ou cx- 

On suppose maintenant L = S^, resp. L = MP", et on la munit d'une metrique 
riemannienne a courbure constante egale a 1. Les orbites de Reeb fermees sur S = ST*L, 
considerees modulo parametrisation, sont groupees en families non-degenerees au sens 
de Morse-Bott, de dimension egale a 2(n — 1). Les periodes des orbites sont egales a 
2fc7r, k eW, resp. kn, k E N*. L'entier k est la multiplicite de I'orbite. 

Fixons p > 2. Soit S"^ une surface epointee de genre et {Fi, . . . , F„} une collection de 
families d'orbites de Reeb periodiques, indexee par les v pointes de S"^. Pour simplifier 
les notations, on suppose dans ce paragraphe que 5^ est connexe. Fixons 5 > et 
considerons la variete de Banach B des applications : ^ qui sont de classe 
W^i^f et telles qu'au voisinage de chaque pointe Vi on ait u"^ — Cyly- G W^'P{e^^^^^Pdsd9), 
avec 7i e Fi, {s,e) e M± x M/27rZ et Cyly.{s,e) = {Ts + So,-fi{Te)) le cylindre trivial 
au-dessus de 7j. On dit encore que est de classe W^'^'^. Soit S — B le fibre de 



Banach de fibre £u = L^'^ {A^'^ S"^ , (m^)*TH^^). De maniere analogue au ^2.2, les courbes 
holomorphes : 5*^ — )■ qui sont asymptotes aux pointes Vi a des orbites fermees 
appartenant aux Fj sont les zeros de la section dj : B ^ £ pour 5 > assez petit. 
Le fait d'utiliser des espaces de Sobolev a poids exponentiels est necessaire pour que 
I'operateur linearise soit de Fredhlom, en raison de la presence de degenerescences le 
long des espaces tangents aux Fj, le long du champ de Reeb, et le long de la coordonnee 
verticale d/dt dans la symplectisation M-t x S. En linearisant le probleme on obtient 
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un operateur de Cauchy-Riemann generalise 

oil V est un espace de dimension N = ^^=i(dim Fj + 2) engendre par des sections 
supportees le long de directions de degenerescence independantes pour chaque pointe. 
Soit X = 2 — f la caracteristique d'Euler de S"^. L'operateur D„± est de Fredholm et 
son indice est donne par [3jj §5] 

indD„± = nx + lJ.'°'+- 
= 2n + /i*°*. 

La deuxieme egalite decoule de ce que dim Fi = 2{n — 1), de sorte que = 2nv. Ici yU*°* 
designe I'indice de Maslov total de m^, qui est le double de I'obstruction a etendre a 
la trivialisation de {u^)*TW^ donnee par le flot de Reeb linearise au voisinage des 
pointes. Lorsque la transversalite est realisee (par exemple lorsque sont des courbes 
simples), la dimension de I'espace de modules de courbes A^u± dans lequel vit est 

dim Aiu± = ind Du± — 6 + 2v. 

Proposition 3.7. — [SSI Proposition 1.13], |1SI Theoreme 3.1] Soit L = S"" ou MP". 
Soit u'^ : = T*L une courbe d'energie de Hofer finie et genre 0. Soit k la 

multiplicite totale de ses orbites de Reeb asymptotes. L 'indice de Maslov de est 
2k{n — 1) lorsque L = S"', respectivement k{n — 1) lorsque L = MP". 

Get enonce doit etre lu comme affirmant I'egalite entre I'indice de Maslov total yU*°* 
et I'indice de Morse total de la collection des geodesiques fermees qui correspondent 
aux orbites de Reeb asymptotes. 

3.3. Demonstrations 

Welschinger [SSI, §l-l-2] encode le quotient par Z/2Z d'une courbe reelle a deux etages 
u = par un arbre enracine dont les aretes sont decorees d'entiers positifs. 

La racine Sq represente le quotient de I'unique composante Ci-invariante, qui est un 
disque epointe a bord sur L. Les autres sommets representent le quotient d'une paire 
de composantes complexes conjuguees. Chaque arete adjacente a un sommet represente 
une paire d'asymptotes conjuguees de la (paire de) composante(s) correspondante(s) 
et rentier positif qu'elle porte est la multiplicite de ces orbites asymptotes. De cette 
maniere, les composantes a valeurs dans T*L, resp. X \ L sont representees par des 
sommets a distance paire, resp. impaire de sq. 




racine 



Figure 3. Un exemple de courbe limite a 9 composantes. 
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Les courbes limite sont immergees. Welschinger utilise I'indice de Maslov /i, defini 
comme etant le double de I'obstruction a etendre a la trivialisation du fibre normal 
Nu± donnee par le flot de Reeb linearise au voisinage des pointes. En notant x = 2 — w 
la caracteristique d'Euler d'une composante de S'^ on obtient = yU + 2x = /i + 4 — 2w 
et dim A^u± = 2n + /i — 2. Lorsque dim X = 4 on a en particulier dim A^„± = fi + 2. 

Cette derniere formule de dimension est valable aussi lorsque I'on travaille avec des 
courbes reelles, sauf pour la courbe correspondant au sommet Sq de I'arbre, pour laquelle 
on a dim J\4so = + 2) = + 1 puisqu'elle est Ci-invariante. 

Demonstration du theoreme 3^. Nous presentons la preuve dans le cas L = 5*^, le cas 
L = MP^ etant analogue. Remarquons que I'orientabilite de L implique I'imparite de 
r : soit C un surface reelle orientable immergee qui represente d telle que MC C ML. 
Alors r impair equivaut a Ci{X)d pair, ou encore a ce que le fibre normal de C soit de 
degre pair, ce qui decoule de I'orientabilite du fibre normal a MC dans ML. 

On munit L d'une metrique a courbure constante et on etire le cou de la structure 
presque complexe au voisinage de S = ST*L. L'idee est de montrer que la courbe limite 
a un lieu reel plonge. Ceci entraine que, pour u assez grand, les lieux reels de u^, sont 
plonges aussi, ce qui permet de conclure par I'argument presente en debut de section. 

On note A I'arbre qui encode la courbe limite et 5*1, resp. 5*2 I'ensemble des sommets 
a distance impaire, resp. paire de sq. Pour chaque sommet s on note Vs sa valence et 
kg la somme des multiplicites des aretes adjacentes. On note /i^, resp. /z*"* les indices 
de Maslov de la courbe Cs associee a un sommet s et Xs sa caracteristique d'Euler. On 
a en particulier Xs = 2 — Vg pour s sq et Xs = ^ — Vs pour s = sq. Soit v le nombre 
total d'aretes et k leur multiplicite totale. 

Pour les courbes de I'etage T*L on a yU^ = 1^^°^ — ^Xs- Par la Proposition 3.7 on obtient 

^i, = 2k + 2v- 4#52 + 2. 



S6S2 

Regardons maintenant les courbes de I'etage X \ L et supposons pour commencer 
qu'elles sont simples. La genericite de la structure presque complexe impose que tons 
les espaces de modules concernes sont de dimension positive, c'est-a-dire /is + 2 > 0, 
respectivement /i^ + 2 > 2/^ si Cg contient fs points de notre collection. On obtient la 
minoration 

> -2#5i + 2rx. 

Puisque A est un arbre on a f = jj^Si + #5*2 — 1, de sorte que I'indice de Maslov 
H = fj,s satisfait 

H > 2A;-2#^2 + 2rx > 2rx. 
Par ailleurs /i est majore par ci{X)d—2, le degre du fibre normal d'une courbe rationnelle 
immergee homologue a d. Puisque r = 1 on a ci{X)d — 2 = 2rx et toutes les inegalites 
precedentes doivent etre des egalites. En particulier k = , toutes les orbites de Reeb 
qui interviennent sont simples et tons les sommets de S2 sont des feuilles, y compris 
So- La courbe reelle codec par sq est done un cylindre reel ayant comme asymptotes 
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deux orbites de Reeb simples (conjuguees). Welschinger demontre par un raisonnement 
similaire a celui qui prouve la formule d'adjonction qu'un tel cylindre est necessairement 
plonge ^SJ Lemme 1.14], ce qui est la conclusion desiree. 

Le cas oil les courbes Cs sont multiplement revetues est traite en utilisant les faits 
suivants : (i) une courbe d'energie de Hofer finie factorise toujours a travers une courbe 
simple [ini Appendice] ; (ii) I'indice de Maslov i/ d'un revetement de degre £ d'une 
courbe simple d'indice /x vaut j/ = Cji + 2p, on p est I'indice de ramification. II en 
decoule que p^ pent etre plus petit que /i uniquement lorsque /i est negatif, done egal 
a —2. Cela ne concerne en particulier pas les courbes de I'etage X \ L soumises a 
des conditions d'incidence, notees C^j, . . . , Cs^, qui verifient par consequent ^l^i > 
—2] + 2rx- Nous allons montrer la minoration X]s^{si s } — ^j, ce qui permettra 
alors de conclure comme precedemment. 

Nous allons estimer la contribution a I'indice de Maslov total pour chaque composante 
connexe de A \ {si, . . . , Sj}. Soit A une telle composante connexe et notons S[, resp. 
5*2 I'ensemble de ses sommets qui, dans A, sont a distance impaire, resp. paire de sq. 
On note f', resp. k' la valence totale, resp. la multiplicite totale dans A des sommets 
de A' . Comme precedemment on obtient 

^ /i, = 2k' + 2v' - 4#^2 + 25, 

oil 5 vaut 1 si A' contient sq et sinon. Pour estimer ^^^5/ Ps nous introduisons les 
notations suivantes concernant un sommet s & S[: on suppose que Cs est un revetement 
de degre d'une courbe simple C^, avec indice de ramification p^, on note Vs,v_g leurs 
nombres respectifs de pointes et = 2 — f s, = 2 — leurs caracteristiques d'Euler. 
La formule de Riemann-Hurwitz assure I'egalite IgX^ = Xs + ps- Soit kg la multiplicite 
totale des aretes adjacentes a s. On obtient 

^P's = ^(4/f^ + 2p,) 

= 2Y,{^s-LVg + Vg)-Ai^S[ 

> 2j2i^s-ks + Vg)-4i^S[. 

Soient v'^^^ le nombre total d'aretes de A' et k'-^^ leur multiplicite totale. Puisqu'il n'y a 
pas d'arete qui relie I'un des sommets Si, . . . ,Sj a un sommet dans S[, on obtient que 
E.e5i ^« = '"'int et Esesi ^« = Km- Par ailleurs v'i^^ = #5^ + #5^ - 1 et Ton obtient 

^ /i. > 2ik' - k',J + 2{v' - tCJ + 2 5^ 4 - 4 + 25. 
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Dans le membre de droite k' — k[^^ > 1, f' — v[^^ > 1 et > 1- Chacun des sommets 
si, . . . ,Sj etant relie a au moins une composante A comme ci-dessus, pour laquelle il 
contribue de 1 dans k' — k'-^^ et dans v' — on obtient en sommant sur toutes les 
composantes A' de A\ {si, . . . ,Sj} la minoration desiree 

S^{si,...,Sj} 

□ 



Remarque. — II s'ensuit de la demonstration que I'enonce du Theoreme |3.1| pent etre 
precise : les bornes inferieures sont atteintes pour toute structure presque complexe 
generique ayant un cou suffisamment long au voisinage de L. 



Demonstration du Corollaire \3.S\ — Le plan projectif et la quadrique sont des surfaces 
convexes, de sorte que la structure complexe standard est generique. Dans les deux 
cas, la structure standard a un cou de longueur infinie au voisinage de L : il s'agit du 
complementaire de la conique imaginaire pure, respectivement du complement aire de 
la section hyperplane. On conclut par la remarque precedente. □ 

Esquisse de la demonstration du Theoreme \3.3\ — II s'agit de decrire avec plus de 
detail les arbres qui sont susceptibles d'encoder une courbe a deux etages qui est limite 
d'une suite G J^f{X, J^), i/ — )■ oo apres etirement du cou. Toutes les composantes 
de la courbe limite sont rigidifiees par leurs conditions d'incidence et leurs conditions 
asymptotiques. Dans le cas L = S^, Welschinger montre en utilisant des estimees sur 



I'indice de Maslov semblables a celles de la preuve du theoreme 3.1 que toutes les 



composantes de I'etage X \ L sont connectees a la racine C^g, et qu'il y a au moins 
— 2r — 1) paires complexes conjuguees de telles composantes. Chaque paire est 
rigidifiee en prescrivant une paire d'orbites asymptotes communes avec Cgg- Puisqu'il y a 
deux manieres d'apparier deux paires d'orbites et done de recoller une telle composante 
de I'etage X \ L a Csq, il en resulte que la puissance 22('^d~2''~^) divise xf- Lorsque 
L = MP^ le raisonnement est un pen plus delicat parce-que les composantes de I'etage 
X \ L ne sont pas necessairement connectees a la racine Cgg ■ 

3.4. Ouverture : invariants relatifs 

Revenons a la courbe a deux etages obtenue apres etirement du cou au voisinage de 
la lagrangienne L, codec par un arbre enracine A. Nous pouvons resumer la demarche 
suivie jusqu'ici de la maniere suivante : 

1. une description grossiere de I'arbre A, n'utilisant essentiellement que la structure a 
deux etages de la courbe et des estimees sur I'indice de Maslov, a permis d'obtenir 



le theoreme d'optimalite 3.1 



une description plus fine de I'arbre A, avec des informations sur la distance des 
composantes de I'etage X \ L par rapport a la racine sq, permet d'obtenir le 



theoreme de congruence 3.3 ; 
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3. une description exhaustive du type combinatoire de A permet d'exprimer xf 
comme un produit de convolution d'invariants definis dans T*L et d'invariants 
definis dans X \ L. La convolution est entendue ici comme une somme discrete 
sur tons les types combinatoires possibles de courbes a deux etages. Avec une 
notation vague on pent ecrire 

Xr =XT'L* XX\L- 

Ceci est le reflet algebrique du "cassage" de la variete X en deux morceaux T*L 
et X \ L par etirement du cou. 

Welschinger a rendu rigoureux ce dernier point dans Theoremes 3.10 et 3.16] 
lorsque X est le plan projectif, respectivement la quadrique ellipsoide de dimension 2. 

i. Le cas X = P^. On travaille avec la structure complexe standard, auquel cas 
T*MP^ devient biliolomorphe k F"^ \ Q, on Q est la conique imaginaire pure, et 

\ MP^ devient biliolomorphe a I'espace total du fibre holomorphe de degre 
quatre sur Q. Les courbes situees dans I'etage T*L, soumises a des conditions 
d'incidence totalement reelles et a des conditions asymptotiques, peuvent etre 
interpretees comme des invariants relatifs au diviseur reel Q, la multiplicite d'une 
orbite asymptote encodant I'ordre de tangence k Q. Ce type d'invariant a ete 
defini par Welschinger dans [M]- Le comptage des courbes situees dans I'etage 
X\L, ayant des conditions d'incidence complexes conjuguees, pent etre interprets 
comme un invariant de Gromov-Witten relatif dans la surface rationnelle reelle 
reglee de degre quatre, ayant des conditions de tangence prescrites avec la section 
except ionnelle. 

ii. Le cas X = P^ x P^, la quadrique ellipsoide de dimension deux. On a MX = 
S'^. On travaille avec la structure complexe standard, auquel cas T*S^ devient 
biholomorphe a (P^ x P^) \Q, oii Q est une section hyperplane reelle de X disjointe 
de RX = S'^, et (P^ x P^) \ 5*^ devient biholomorphe a I'espace total du fibre 
holomorphe de degre deux sur Q. Les courbes situees dans I'etage T*L, soumises 
a des conditions d'incidence totalement reelles et a des conditions asymptotiques, 
peuvent etre interpretees comme des invariants relatifs au diviseur reel Q [M], la 
multiplicite d'une orbite asymptote encodant I'ordre de tangence a Q. Le comptage 
des courbes situees dans I'etage X\L, ayant des conditions d'incidence complexes 
conjuguees, pent etre interprete comme un invariant de Gromov-Witten relatif 
dans la surface rationnelle reelle reglee de degre deux, ayant des conditions de 
tangence prescrites avec la section exceptionnelle. 

En vue de la discussion precedente, lorsque X = P^ ou X = P^ x P^ I'equation de 
convolution ci-dessus prend la forme 



Xt = Xt'l * GW- 



X\L 

et exprime Xr comme un produit de convolution entre un invariant de Welschinger 
relatif et un invariant de Gromov-Witten relatif dans une compactification appropriee 
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de X\L. A nouveau, la convolution est entendue comme une somme discrete sur tons les 
types combinatoires possibles de courbes a deux etages. La formule est de meme nature 
que la formule de lonel et Parker exprimant les invariants de Gromov-Witten d'une 
somme connexe symplectique le long d'un diviseur comme un produit de convolution 
d'invariants de Gromov-Witten relatifs au diviseur |22j . 

Remarque (autres invariants relatifs). — Welschinger definit dans [52] des invariants 
relatifs reels de varietes de dimension quatre en imposant des conditions de tangence 
au lieu reel de diviseurs particuliers. Ceci lui a permis en particulier de montrer que 
le nombre de coniques reelles tangentes a cinq coniques reelles generiques de est 
toujours minore par 32. De Joncquieres avait etabli en 1859 que le nombre de coniques 
complexes vaut 3264, alors que Ronga, Tognoli et Vust avaient montre en 1997 qu'il 
existe des configurations reelles pour lesquelles toutes les solutions sont reelles [39]. 

4. AUTRES DEVELOPPEMENTS 

4.1. Symetrie miroir 

Solomon [43 1 Theoreme 1.3] a defini en dimensions 2 et 3, et sous I'hypotliese que MX 
est orientable dans ce deuxieme cas, des invariants enumeratifs reels qui generalisent 
les invariants de Welschinger. Les invariants de Solomon comptent des courbes J- 
holomorphes soumises a des conditions d'incidence ponctuelles, en genre arbitraire et 
ayant un nombre arbitraire de composantes de bord, contraintes a avoir une image 
dans MX. Dans I'approche de Solomon la structure conforme a la source est fixee. La 
methode de construction de ces invariants est proche de celle des invariants de Gromov- 
Witten et fournit en particulier une interpretation des invariants de Welschinger xt'^{L) 
en termes d'integrales de formes differentielles sur un espace de modules de disques J- 
holomorphes avec condition au bord lagrangienne [^ Theoreme 1.8]. Get espace de 
modules de disques est un revetement double de I'espace de modules de courbes ration- 
nelles reelles. 

Une interpretation des invariants de Welschinger dans le meme esprit a ete donnee 
par Gho [7] sous I'hypothese que MX est orientable. Dans la meme direction, mention- 
nons [12] et Particle de Fukaya [10], ainsi que I'ouvrage fondateur [TT] . 

Tons ces travaux constituent autant d'approches au probleme de definir des inva- 
riant de Gromov-Witten "ouverts", i.e. une theorie d'intersection coherente sur I'espace 
de modules d'applications stables avec conditions au bord lagrangienne. II semble que 
les varietes symplectiques reelles fournissent un cadre approprie pour ce probleme fon- 
damental, la structure reelle assurant des annulations miraculeuses pour des termes 
de bord d'integrales definies sur I'espace de modules. L'un des problemes centraux du 
domaine est de definir des invariants de Welschinger en dimension 2n > 8. 

Solomon a deja expose des resultats concernant un analogue de I'equation WDVV [STJ 
§11.2] pour I'espace de modules de disques stables a bord lagrangien (cf. P). Geci 
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suggere I'existence d'une version reelle de la conjecture de symetrie miroir |32j. Pand- 
haripande, Solomon et Walcher |38] calculent des invariants enumeratifs pour la quin- 
tinque reelle de en utilisant des formes deja demontrees de symetrie miroir. (La 
quintique sort du cadre des varietes semi-positives que nous avons adopte ici.) 

Remarque (Invariants de Gromov-Witten "ouverts" en dimension quatre). — Alors que 
j'etais en train de mettre la derniere main a cet article avant publication, Welschinger 
vient de definir des invariants de Gromov-Witten ouverts enumeratifs en dimension 
quatre [58]. II s'agit d'un comptage avec signe de disques a bord sur une sous-variete 
lagrangienne orientable, sous la seule condition que le bord soit homologiquement trivial 
et sans utiliser de structure reelle. Ces nouveaux invariants generalisent ceux du ^ 



4.2. Geometrie tropicale 

La geometrie tropicale pent etre decrite comme etant la geometrie algebrique sur le 
semi-anneau tropical Mfr-op = (M, max, +). Les operations max et + peuvent etre vues 
comme la limite lorsque t — )■ oo des operations a ®tb = logt(t" + 1'') et a 6 = a + 6, 
induites sur M en demandant que logj : +, •) — )■ (M, ®t, ®t) soit un isomorpliisme. 
Cette deformation de structure algebrique est etroitement liee a la deformation de struc- 
ture complexe JtV = i^^^iv, v G TS^ sur C* = T*S^. Nous renvoyons aux excellents 
textes [231 EZ! pour les bases de la geometrie tropicale. 

La deformation de structure complexe precedente a permis a Mikhalkin de demontrer 
un theoreme de correspondance entre courbes algebriques et courbes tropicales rigi- 
difiees par un nombre adapte de conditions d'incidence ponctuelles [35]. Cette approche 
s'adapte au cadre reel et permet de decrire en termes combinatoires les invariants de 
Welschinger en dimension 2 (voir aussi [121 US], ainsi que [5] pour le cas de la dimension 
3). Comme application, mentionnons I'equivalence logarithmique [211125] de I'invariant 
de Welschinger xta-i I'invariant de Gromov-Witten A^^^ dans le cas X = P^. Un 

resultat similaire d'equivalence logarithmique est valable pour P^ : alors que xid ^^t nul 
si d est pair, xid equivalent en echelle logarithmique a lorsque d est impair [5]. 
Soulignons le fait que ces resultats sont obtenus pour la valeur maximale admise de r. 

Dans [H I2S] les auteurs demontrent des formules recursives tropicales pour calculer les 
invariants de Welschinger. Ces formules de type Caporaso-Harris [HI HI] font intervenir 
des invariants tropicaux relatifs, auxquels on ne salt pas encore donner un sens en 
termes de courbes J-holomorphes. Notons au passage le lien etroit entre la preuve de 



la formule de Caporaso-Harris ^ et la procedure d'etirement du cou decrite au ^3.2 



4.3. En guise de conclusion 

Les resultats que nous avons presentes indiquent que les invariants de Welschinger 
sont les bons analogues reels des invariants de Gromov-Witten avec des conditions 
d'incidence ponctuelles. A la difference des invariants de Gromov-Witten, les invariants 
de Welschinger n'ont pas encore engendre de theorie systematique comparable a celle 
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de la cohomologie quantique ou encore a la symetrie miroir. Le travail de Welschinger 
constitue I'un des declics essentiels de ces developpements futurs. 
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